Forelesning 2a

For & unnga grunnleggende
kjgretidstfeller er det viktig a kunne
organisere og strukturere data
fornuftig. Her skal vi se pa hvordan
enkle strukturer kan implementeres i
praksis, og hva vi vinner pa a bruke
dem i algoritmene vare.

Stottelitteratur
Innledningen til del 111

10. Elementary data structures:
Innl., 10.1 og 10.2

11. Hash tables: Tom. 11.3.1

16. Amortized analysis: Innl., 16.1
og s. 460-463 (tom. at most 3)

Leeringsmal

Forsta tabeller, matriser, %
stakker og kger

Forsta lenkede lister
Forsta hashtabeller

Kjenne perfekt hashing; O(1) sgk
for statiske data

Forsta tabelldobling
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Forelesning 2

Datastrukturer



Tabeller og matriser
Stakker og kger
Lenkede lister

Hashtabeller

Dynamiske tabeller



Tabeller og matriser






Hver byte (ev. hvert ord) i minnet har en

adresse.

En peker er en slik adresse.



I40Ccesdao

£f40ce3da tabeller og matriser

Her har jeg gruppert minnet i ord
(words), altsa flere bytes (typisk 4 eller

8, avhengig av maskin). f 40 ce 3 de

f40ce3e?2

f40ce3eb

f40ce3ea

f40ce3ee

f40ce3f2

f40ce3f6

f40ce3fa

f40ce3fe

£40ced02

£40ced06

fANrraldNa



En variabel (et ord) som inneholder et
heltall — som her tolkes som adressen
til en *annen* variabel/et annet ord.

f40ce3f6

f40ce3f6

tabeller og matriser



tabeller og matriser

Samme peker, bare illustrert pa en
annen mate.

M——> f40ce3f6




Endimensjonale tabeller (arrays)
representeres gjerne av en

sammenhengende minneblokk.



I4vCcesdo

f40ce3da

f40ce3de

f40ce3e?2

f40ce3eb

f40ce3ea

f40ce3ee

f40ce3f2

f40ce3f6

f40ce3fa

f40ce3fe

£40ced02

£40ced06

fANrraldNa

tabeller og matriser

Minnet



(\)

o = O Ot = 0w

SHY || W | |00 | DN | O &~

f40ce3e?2

f40ce3eb

f40ce3ea

f40ce3ee

f40ce3f2

f40ce3f6

f40ce3fa

f40ce3fe

tabeller og matriser

Tabell



o = O Ot = 0w

SHY || W | |00 | DN | O &~

f40ce3e?2

f40ce3eb

f40ce3ea

f40ce3ee

f40ce3f2

f40ce3f6

f40ce3fa

f40ce3fe

tabeller og matriser

Startindeks



o = O Ot = 0w

SHY || W | |00 | DN | O &~

f40ce3e2 =a
f40ce3e6 =a + b(2 — s
f40ce3ea =a+ b(3 — s

f40ce3ee = a+ b4 — s

f40ce3f6 =a + b(6 — s

)
)
)
£40ce3f2 = a4 b(5 — s)
)
f40ce3fa = a 4 b(7 — s)

)

f40ce3fe =a+ b(8 — s

tabeller og matriser

Adresser



o = O Ot = 0w

SHY || W | |00 | DN | O &~

f40ce3e2 =a
f40ce3e6 =a + b(2 — s
f40ce3ea =a+ b(3 — s

f40ce3ee = a+ b4 — s

f40ce3f6 =a + b(6 — s

)
)
)
£40ce3f2 = a4 b(5 — s)
)
f40ce3fa = a 4 b(7 — s)

)

f40ce3fe =a+ b(8 — s

tabeller og matriser



Todimensjonale tabeller, eller matriser,
representeres gjerne ved hjelp av én eller

flere endimensjonale tabeller.



«Row-major order»

1 2
111123
214156

Matrise

tabeller og matriser

11
2| 2
313
414
510
610

Radvis lagring



tabeller og matriser

W)

ot

@)

S W
Y | O x| W DN | =

Al3G—1)+(j—1)+1]



tabeller og matriser

«Column-major order»

11
1 2 3 214
111123 31 2
2141516 415
513
616

Matrise Kolonnevis lagring



tabeller og matriser

W)

ot

@)

1N
| WO DN |~ =

A[2GG = 1)+ (i — 1) + 1]



tabeller og matriser

9 3 1 2 3
V] e
4]5]6 4156

Matrise Tabell per rad



En slik implementasjon kan ogsa
brukes til <jagged/ragged arrays» der
radene har ulik lengde.

Matrise

tabeller og matriser

(Peker = startadresse)



tabeller og matriser

1 2 3
2 3 ! ?
2|9 rlw
! 6 L1123
214119516

Matrise Tabell per kolonne



Disse strategiene kan ogsi utvides til

flerdimensjonale tabeller.






LIFO: Last in, first out.

Stakker
Kun adgang gverst

Stakk vs stack. Stakk som i «<hgystakk» — mer passende navn
hadde kanskje veert «stabel».



datastr » stakker

STACK-EMPTY(S)

Er stakken tom?



datastr » stakker

STACK-EMPTY(S)
1 if S.top ==0

top er gverste indeks, dvs. antall elementer



datastr » stakker

STACK-EMPTY(S)
1 if S.top ==0
2 return TRUE

Ingen elementer, sa stakken er tom



stakker

STACK-EMPTY(S)

1 if S.top ==

2 return TRUE
3 else return FALSE

Vi har elementer, sa stakken er ikke tom



STACK-EMPTY(S)

1 if S.top ==

2 return TRUE
3 else return FALSE

top

17

15

S

N W = O

stakker



STACK-EMPTY(S)

1 if S.top ==

2 return TRUE
3 else return FALSE

top

17

15

S

N W = O

stakker



STACK-EMPTY(S)

1 if S.top ==

2 return TRUE
3 else return FALSE

— FALSE

top

17

15

S

N W = O

stakker



datastr » stakker

PusH(S, z) S stakk
x nytt element

Legg et element pa toppen

35



datastr » stakker

PUsH(S, x) S stakk
1 if S.top == S.size z nytt element

Er stakken alt full?



datastr » stakker

PUSH(S, g;) S stakk
1 if S.top == S.size z nytt element
2 error “overflow”

Da feiler PusH



datastr » stakker

PUSH(S, g;) S stakk
1 if S.top == S.size z nytt element
2 error “overflow”

3 else S.top = S.top + 1

Ellers: Ok antallet med én



stakker

PUSH(S, )

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] =«

verste indeks refererer na til x



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] ==

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] =z

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] = x

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] ==

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] ==

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] =z

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] = x

top

17

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] ==

top

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] ==

top

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] =z

top

15

S

N W = O

stakker



PuUsH(S, z)

1 if S.top == S.size

2 error “overflow”
3 else S.top = S.top + 1
4 S[S.top] ==

ERROR:

top

overflow

15

N W = Ot Oy

stakker



datastr » stakker

Popr(S)

Fjern ett element fra toppen

51



stakker

Pop(S)
1 if STACK-EMPTY(S)



datastr » stakker

Pop(S)
1 if STACK-EMPTY(S)
2 error “underflow”

Kan ikke fjerne noe fra en tom stakk



stakker

Pop(S)
1 if STACK-EMPTY(S)
2 error “underflow”

3 else S.top = S.top — 1

Reduser antallet med én



stakker

Pop(S)
1 if STACK-EMPTY(S)
2 error “underflow”

3 else S.top = S.top — 1
4 return S|S.top + 1]

Returner den gamle toppen (na utenfor stakken)



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 2

top

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 2

top

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 1

top

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

— 0

S.top = 1

top

15

S

N W = O

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 1

top

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 1

top

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 0

15

S

N W = O

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

— 15

S.top = 0

15

S

N W = O

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 0

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 0

15

S

W = Ot

stakker



Pop(S)

1 if STACK-EMPTY(S)

2 error “underflow”
3 else S.top = S.top — 1
4 return S[S.top + 1]

S.top = 0

15

ERROR: underflow

N W = Ot Oy

stakker



Kger
Forst inn, forst ut

Kan implementeres pa flere mater (inkl. lenkede lister, f.eks.); her
bruker vi et sakalt «ringbuffer».



datastr » kger

ENQUEUE(Q, x)

Legg til et element bakerst i kgen

68



datastr » kger

ENQUEUE(Q, )
1 QQ.taill] = x

Q|head] er forst 1 kgen og Q|tail] er den ledige plassen bak

69



datastr » kger

ENQUEUE(Q, x)

1 QQ.taill] = x
2 if Q.tail == Q.size

Vi ma forskyve tail, men har kommet til slutten!



datastr » kger

ENQUEUE(Q, z)

1 QQ.taill] = x
2 if Q.tail == Q.size
3 Q.tail =1

Tabellen «gar i ring», sa neste posisjon er 1



kaer

ENQUEUE(Q, z)

1 QQ.taill] = x
2 if Q.tail == Q.size
3 Q.tail =1

4 else Q.tail = Q.tasl +1

Har vi ledig plass, er det jo ikke noe problem



ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q-tail] = x

2 if Q.tail == Q.size

3 Q.tail = 1

4 else Q.tail = Q.tail + 1

17

8]
|

head

tail

15

=~ | 00| O | O

ot = W

© o N O

11

12

kaer



ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q-tail] = x

2 if Q.tail == Q.size

3 Q.tail = 1

4 else Q.tail = Q.tail + 1

head

tail

15

=~ | 00| O | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q-tail] = x

2 if Q.tail == Q.size

3 Q.tail =1

4 else Q.tail = Q.tail + 1

head

tail

15

=~ | 00| O | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q-tail] = x

2 if Q.tail == Q.size

3 Q.tail = 1

4 else Q.tail = Q.tail + 1

tail

head

15

=~ | 00| O | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



ENQUEUE(Q, x)

1 Q[Q-tail] = x

2 if Q.tail == Q.size

3 Q.tail = 1

4 else Q.tail = Q.tail + 1

tail

head

15

=~ | 00| O | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



kger
tail | 3 |1
2
3
4
ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
§ if Q.éﬁ;@tla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10
4 |11
1712
r = 3



kger
tail | 3 |1
2
3
4
ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
523 if Q.gztla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10
4 |11
1712
r = 3



kger

3|1

tail 2

3

4

ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
523 if Q. gztla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10

4 |11

1712

r = 3



kger

3|1

tail 2

3

4

ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
523 if Q. gztla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10

4 |11

1712

r = D



kger
3|1
tail | 5 |2
3
4
ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
§ if Q.éﬁ;@tla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10
4 |11
1712
r = D



kger
3|1
tail | 5 |2
3
4
ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
523 if Q.gztla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10
4 |11
1712
r = D



kger

3|1

5|2

tail 3

4

ENQUEUE(Q, x) 5
1 Q[Q-tail] = x 6
523 if Q. gztla;::Qiszze head |15 7
4 else Q.tail = Q.tail + 1 RE
919
8 | 10

4 |11

1712

r = D



datastr » kger

DEQUEUE(Q)

Den fgrste i kgen gar ut



datastr » kger

DEQUEUE(Q)
1 = Q|Q.head]

x er den som star fgrst i kgen



datastr » kger

DEQUEUE(Q)

1 = Q|Q.head]
2 if Q.head == Q).size

Vi ma forskyve head, men har kommet til slutten!



datastr » kger

DEQUEUE(Q)

1 = Q|Q.head]

2 if Q.head == Q).size
3 Q.head = 1

Tabellen «gar i ring», sa neste posisjon er 1



kaer

DEQUEUE(Q)

1 = =Q|Q.head]

2 if Q.head == Q).size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1

Har vi ledig plass, er det jo ikke noe problem



DEQUEUE(Q)

1 = =Q|Q.head]

2 if Q.head == Q).size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5

return x

kaer



DEQUEUE(Q)

1 = Q[Q.head]

2 if Q.head == Q.size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5

return x

tail

head

15

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



DEQUEUE(Q)

1 == Q[Q.head]

2 if Q.head == Q.size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5

return x

tail

head

15

=~ | 00| © | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



DEQUEUE(Q)

1 == Q[Q.head]

2 if Q.head == Q.size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5

return x

tail

head

15

=~ | 00| © | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



DEQUEUE(Q)

1 == Q[Q.head]

2 if Q.head == Q.size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5

return x

tail

head

15

=~ | 00| © | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



DEQUEUE(Q)

1 == Q[Q.head]

2 if Q.head == Q.size

3 Q.head = 1

4 else Q.head = Q.head + 1
5

return x

— 15

tail

head

15

=~ | 00| © | O

17

ot = W

© o N O

11

12

kaer



Dynamiske mengder
Et lite mellomspill



Ikke en bestemt datastruktur, men en

type funksjonalitet.

Holder styr pd en mengde elementer som

har en ngkkel, og kanskje annen info.

Den andre informasjonen kan enten
veere sakalt satellittdata, som
ignoreres av implementasjonen — eller
det kan veere data knyttet direkte til
implementasjonen, som f.eks. pekere
til andre elementer i mengden.



Mengde av objekter med ngkkelverdi.

Om ngklene er unike, kan vi se pa det
som en representasjon av en mengde
ngkler.



Enkleste variant: Kan bare sgke etter

ngkler, og legge til og fjerne elementer.

Om ngklene har en ordning, har vi ogsa

noen andre operasjoner.



SEARCH(S, k)
INSERT(S, )
MINIMUM(S)
SUCCESSOR(S, x)
DELETE(S, x)

QU i W N =

Om vi ikke finner noe element,
returneres NIL. (Det gjelder ogsa
Minimum, Successor, etc.)

k,x.key 9,5

dynamiske mengder

@D
©
®

©
®

Finn y med y.key = k



dynamiske mengder

@D
©

SEARCH(S, k)
INSERT(S, x) @
MINIMUM(S)

SUCCESSOR(S, x)
DELETE(S, )

QU i W N =

9
®

Sett inn x

9,5

k,x.key



Her stottes ogsa Maximum(S).

SEARCH(S, k)
INSERT(S, x)
MINIMUM(S)
SUCCESSOR/(S, x)
DELETE(S, )

QU i W N =

9,5

k,x.key

dynamiske mengder

Finn y med minst y.key



Her stottes ogsa Predecessor(S, x)

SEARCH(S, k)
INSERT(S, x)
MINIMUM(S)
SUCCESSOR(S, )
DELETE(S, )

U i W N =

k,x.key 9,5

dynamiske mengder

Neste etter x



SEARCH(S, k)
INSERT(S, )
MINIMUM(S)
SUCCESSOR(S, x)
DELETE(S, x)

Ot I W N =

9,5

k,x.key

dynamiske mengder

Slett x



dynamiske mengder

@D
©

SEARCH(S, k)
INSERT(S, x) @
MINIMUM(S)

SUCCESSOR(S, x)
DELETE(S, )

QU i W N =

9,5

k,x.key



Problemstarrelsen her er vanligvis
antall elementer i mengden.

Usortert tabell:
Innsetting og sletting i konstant tid, men

resten blir linezert.

Sortert tabell:
Innsetting og sletting blir linesert, sgk

blir logaritmisk og resten blir konstant.

Sok i logaritmisk tid i en sortert tabell
kommer vi tilbake til i neste
forelesning.



Vi vil forbedre dette pa ulike vis.

Noen eksempler i dag; flere i forelesning

5, om treaer.



3:9

Lenkede lister




3:9

Lenkede lister




Bestar av «noder», som peker pa

neste (og kanskje forrige)

Tar lineaer tid i sl opp pa en gitt

posisjon

Tar konstant tid & sette inn/slette

elementer



datastr » lister

L1sT-SEARCH(L, k) L liste
k ngkkelverdi

Finn en node med ngkkel k

111



datastr » lister

L1sT-SEARCH(L, k) L liste

k ngkkelverdi
1 z =L.head HoRReiverd
x nodepeker

Vi begynner med den fgrste noden

112



datastr » lister

L1ST-SEARCH(L, k) L liste
k ngkkelverdi
1 x = L.head HorReverd

x nodepeker
2 while x # NIL and z.key # k

Har vi nadd slutten eller funnet k?



datastr » lister

L1ST-SEARCH(L, k) L liste |

1 2 = L.head k ngkkelverdi
. x nodepeker

2 while x # NIL and z.key # k

3 T = x.next

Hvis ikke, sa gar vi til neste node



datastr » lister

L1ST-SEARCH(L, k) L liste
k ngkkelverdi

1z = L.head x nodepeker
2 while x # NIL and z.key # k
3 T = x.next

4 return x

Her er enten x == NIL eller x.key ==



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,4,-

De bl4 tallene ved siden av

nodene er ment & vaere minne-

adresser. En peker er egentlig
bare en tallvariabel som
inneholder en slik adresse.

E3I0N
Hn

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head, x
Y
e | 9 -J 4D11
A
Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next 4
4 return z r- 4 -J 2920
A
Y

ro 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,4,4D11



lister

head, x
4
e | 9 -J 4D11
X
Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 T = x.next Y
4 return x r° 4 'J 2920
X
Y

ro 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,4,4D11



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,4,1671

head
Y
.Q.J
!
il
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head
v
e | 9 -J 4D11
X
Y Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next Y
4 return x r° 4 'J 2920
A
Y

ro 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,4,1671



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,4,2920

head
)
.Q.J
6K
L
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,4,2920

head
)
.Q.J
6K
L
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next

4 return x

— 2920

L.head,k,x = 4D11,4,2920

head
)
.Q.J
6K
L
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,7, -

5 1
w6
[TeTy]
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head, x
Y
e | 9 -J 4D11
A
Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next 4
4 return z r- 4 -J 2920
A
Y

ro 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,7,4D11



lister

head, x
4
e | 9 -J 4D11
X
Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 T = x.next Y
4 return x r° 4 'J 2920
X
Y

ro 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,7,4D11



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,7,1671

head
Y
.Q.J
!
Limn
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head
v
e | 9 -J 4D11
X
Y Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next Y
4 return x r° 4 'J 2920
A
Y

r- 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,7,1671



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,7,2920

head
)
.Q.J
6K
L
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head
v
e | 9 -J 4D11
X
Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next Y ¥
4 return x r° 4 'J 2920
A
\

r- 1| e 2F62

L.head,k,x = 4D11,7,2920



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,7,2F62

head
v
.Q.J
6K
E‘l'J
!
RIERE

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head
Y
e | 9 -J 4D11
X
Y
LisT-SEARCH(L, k) r. 16 .J 1671
1 x = L.head A
2 while x # NIL and x.key # k
3 xr = x.next Y
4 return x r° 4 'J 2920
7y
.’,IC
v v

r- 1| 2F62

L.head,k,x = 4D11,7,2F62



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 Tr = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,7, NIL

5 1
w6
[TeTy]
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next

4 return x

L.head,k,x = 4D11,7, NIL

5 1
w6
[TeTy]
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-SEARCH(L, k)

1 x = L.head
2 while x # NIL and x.key # k
3 r = x.next

4 return x

— NIL

L.head,k,x = 4D11,7, NIL

5 1
w6
[TeTy]
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



datastr » lister

L1ST-PREPEND(L, x) L liste
x nytt hode

Sett noden x inn forst i L

136



datastr » lister

L1ST-PREPEND(L, x) L liste
tt hod
1 x.next = L.head b

Forrige hode kommer na etter x



datastr » lister

L1ST-PREPEND(L, x) L liste

tt hod
1 x.next = L.head RyLh ROAe
2 x.prev = NIL

Det er ingen noder fgr x



datastr » lister

L1ST-PREPEND(L, x) L liste

1 r.next = L.head x nytt hode
2 T.prev = NIL
3 if L.head # NIL

Forrige hode, om noe, har z som forgjenger



datastr » lister

L1ST-PREPEND(L, x) L liste

1 z.next = L.head © nytt hode
2 x.prev = NIL

3 if L.head # NIL

4 L.head.prev = x

Forrige hode, om noe, har x som forgjenger



datastr » lister

L1ST-PREPEND(L, x) L liste

tt hod
x.next = L.head LRy hoae

r.prev = NIL
if L.head # NIL

L.head.prev = x
L.head = x

QU I~ LW N =

«Kryssreferanser» er pa plass: Sett inn noden!



L1sT-PREPEND(L, x)

x.next = L.head
x.prev = NIL
if L.head # NIL

L.head.prev = x
L.head = x

QU i W N =

L.head,x = 1671,4D11

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1sT-PREPEND(L, x)

x.next = L.head
x.prev = NIL
if L.head # NIL

L.head.prev = x
L.head = «x

QU i W N =

L.head,x = 1671,4D11

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

i

v

9 J 4p11

head

L1sT-PREPEND(L, z) vy
1 x.next = L.head ; 16 "J 1671
2 x.prev = NIL
3 if L.head # NIL !
4 L.head.prev = x |*. 1 .J ot
5 L.head = x _

F 1] 2F62

L.head,x = 1671,4D11



L1sT-PREPEND(L, x)

x.next = L.head
x.prev = NIL
if L.head # NIL

L.head.prev = x
L.head = x

QU i W N =

L.head,x = 1671,4D11

i
.Q.J
head
v vy
’16'J
E‘l'J
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1sT-PREPEND(L, x)

x.next = L.head
x.prev = NIL
if L.head # NIL

L.head.prev = x
L.head = x

O I W N =

L.head,x = 1671,4D11

.
E /]
Hn
T )

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head, x

* 19 J 4D11

X
L1sT-PREPEND(L, z) Y
1 x.next = L.head r; 16 "J 1671
2 x.prev = NIL
3 if L.head # NIL !
4 L.head.prev = x |*. 1 .J i
5 L.head = x _

4

F 1] 2F62

L.head,x = 4D11,4D11



lister

head, x
Y

-9 J 4p11

A
L1sT-PREPEND(L, z) Y
1 x.next = L.head r; 16 "J 1671
2 x.prev = NIL
3 if L.head # NIL !
4 L.head.prev = x |*. 1 .J ot
5 L.head = x _

Y

F 1] 2F62

L.head,x = 4D11,4D11



datastr » lister

L1ST-INSERT(z, y) x peker, ny node
y peker, forrige

Sett inn noden x etter noden y

149



datastr » lister

L1ST-INSERT(z, y) z peker, ny node

eker, forrige
1 z.next = y.next s 5

Noden etter y (eller NIL) havner etter x

150



datastr » lister

L1ST-INSERT(z, y) z peker, ny node

eker, forrige
1 z.next = y.next s 5

2 x.prev =1y

Forgjengeren til x vil bli y



datastr » lister

L1ST-INSERT(x, ) x peker, ny node

ker, forri
1 z.next = y.next y peker, forrige

2 x.prev =1y
3 if y.nexrt # NIL

Var det en node etter y?



datastr » lister

L1ST-INSERT(x, ) x peker, ny node

eker, forrige
1 z.next = y.next s 5

2 x.prev =1y
3 if y.nexrt # NIL
4 y.next.prev = x

Den far x som forgjenger



datastr » lister

L1ST-INSERT(x, ) x peker, ny node

eker, forrige
r.next = y.next s 5

T.prev =y

if y.next # NIL
y.next.prev = x

y.next = x

O I L N =

Og til slutt setter vi faktisk x etter y



L1ST-INSERT (2, y)
1 x.next = y.next

2 xT.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

Ne)

< <

16

<« 8

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1ST-INSERT (2, y)

1 x.next = y.next

2 xT.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

Ne)

<«

16

<« 8

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1ST-INSERT (2, y)

1 x.next = y.next

2 xT.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

Ne)

< <

16

<« 8

lister

4D11

1671

2920

2F62



LI1ST-INSERT(x, y)

1 x.next = y.next

2 x.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

.QJ
Yy
v
L116] —
|
NN
1

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1ST-INSERT(z, y)
1 x.next = y.next

2 xT.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

.........

Lol
“i
2 116]
T
T

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1ST-INSERT (2, y)

1 x.next = y.next

2 xT.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

- |9
Y
v
116
|
HiE
b

lister

4D11

1671

2920

2F62



L1ST-INSERT (2, y)

1 x.next = y.next

2 xT.prev =y

3 if y.next # NIL

4 y.next.prev = x
5 y.next =x

T,y = 2920,1671

amin
'
2116 4 |
M
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



datastr » lister

L1sT-DELETE(L, x) L liste
x skal fjernes

Fa nodene fer og etter til &
referere til hverandre, og «<hoppe
over» X, som fortsatt peker pa
disse nodene, men som ikke
*blir pekt pa* av noen noder i
lista lenger.

Fjern noden «x fra lista L



datastr » lister

L1sT-DELETE(L, x) L liste
i kal fj
1 if x.prev # NIL x skal fjernes

(Med mindre x star fgrst...)



datastr » lister

L1sT-DELETE(L, x) L liste

. kal fj
1 if x.prev # NIL ©onne e
2 x.prev.next = x.next

Forgjengeren arver x sin etterkommer



datastr » lister

L1sT-DELETE(L, x) L liste

. kal fj
1 if x.prev # NIL ©onne e
2 x.prev.next = x.next

3 else L.head = x.next

Hvis x sto fgrst, star etterkommeren na fgrst



lister

LisT-DELETE(L, x)

1 if x.prev # NIL

2 T.prev.next = xr.next
3 else L.head = x.next

4 if x.next = NIL

(Med mindre x star sist...)



lister

LisT-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
r.prev.next = x.next

else L.head = x.next

if x.next £ NIL
x.next.prev = x.prev

QU I~ LW N =

Etterkommeren arver x sin forgjenger



LisT-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
x.prev.next = xr.next

else L.head = x.next

if x.next # NIL
x.next.prev = x.prev

U i W N =

L.head,x = 4D11,2920

6]
M
[l .

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
x.prev.next = xr.next

else L.head = x.next

if x.next # NIL
x.next.prev = x.prev

QU i W N =

L.head,x = 4D11,2920

head

KON
T
[l .

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
x.prev.next = xr.next

else L.head = x.next

if x.next # NIL
x.next.prev = x.prev

QU i W N =

L.head,x = 4D11,2920

head

E16|
T
AT

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
x.prev.next = xr.next

else L.head = x.next

if x.next # NIL
x.next.prev = x.prev

Ot & W N =

L.head,x = 4D11,2920

head

E 16
T
Ta

lister

4D11

1671

2920

2F62



LisT-DELETE(L, x)

if x.prev # NIL
x.prev.next = xr.next

else L.head = x.next

if x.next # NIL
x.next.prev = x.prev

U i W N =

L.head,x = 4D11,2920

head

E 16
T

lister

4D11

1671

2920

2F62



lister

head
v

e | O -J 4D11

A
LisT-DELETE(L, ) Y
1 if x.prev # NIL E 16 .J o
2 x.prev.next = x.next
3 else L.head = x.next
4 if x.next # NIL
5 x.next.prev = x.prev

Y

ro 1| e 2F62

L.head,x = 4D11,2920



4:5

Hashtabeller




Direkte adresserin
Nokkel = indeks

Egentlig bare en «myk start» pa
hashing. Vi har en verdi k som vi
bruker som nokkel i en
oppslagstabell. Direkte
adressering er & bare bruke k
som indeks, direkte.



176

hashing » direkte adressering

mlh@ntnu.no



Merk at vi her bruker O-indeksering!

ot = W

© o I O

direkte adressering



direkte adresserin

0000000000




© oo N O Ot k== W NN = O

direkte adressering



direkte adressering

ngkkel

9 satellittdata
3




hashing » direkteaddr

DIRECT-ADDRESS-SEARCH(T, k)
1 return T|k]

T|k] inneholder x, der xz.key =k ...



direkteaddr

DIRECT-ADDRESS-SEARCH(T, k)
1 return T|k]

DIRECT-ADDRESS-INSERT(T, )
1 Tlx.key] =«

T|k] inneholder x, der xz.key =k ...



DIRECT-ADDRESS-SEARCH(T, k)
1 return T|k]

DIRECT-ADDRESS-INSERT(T, )
1 Tlx.key] =«

DIRECT-ADDRESS-DELETE(T, x)
1 T[x.key| = NIL

...eller ingenting (NIL)

direkteaddr



Vi gnsker 4 tillate store nokler
uten & ha store tabeller. Vi kan
da «knavle» nokkelen til & bli en
akseptabel, tilsynelatende
tilfeldig, indeks.

Hashtabeller
Modifisert ngkkel er indeks

Obs: Input til en hashfunksjon Vi stapper objektene inn i
kan veere en vilkarlig bitstreng, hashfunksjonen og far en gyldig
tolket som et tall. Vi kan godt indeks ut.

hashe andre ting som strenger
og mer kompliserte objekter.



oU ' NUAUYYTUW

hashing

185




hashing

Hashing: Regn ut en indeks fra
nokkelverdien.




hashfunksjoner



hashfunksjoner

h(k) = k mod m



hashfunksjoner



Bedre:
Multipliser-og-skift



mult-og-skift




w bits

mult-og-skift




w bits

mult-og-skift




w bits

mult-og-skift

1

To




mult-og-skift

w bits

To

hae(k) = (ka mod 2%)



mult-og-skift

w bits
k
X a
AV
ha(k)
¢ bits

ha(k) = (ka mod 2¥) > (w — ¢)



Strenger e.l.”
Regn ut et heltall

F.eks. behandle tegn som siffer



Vi kan lage hashfunksjoner for f.eks.

strenger av variabel lengde.

F.eks.: Bruk aritmetiske operasjoner til &
kombinere tegn eller ord-lengde-

segmenter.



strenger

ZA[@] .p*"' mod m
i=1

«Polynomial rolling hash»



strenger

ZA[@] .p*"' mod m
i=1

(Ikke i boka, men se oppg. 11.3-6)



strenger

ZA[@] .p*"' mod m
i=1

Her finnes det mange alternativer!



Det fglgende er ikke en pensumalgoritme;
bare et eksempel pa hash-utregning for

en streng.



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,gm = -,-,1024

strenger

60| 1
76| 2
71
68
65
84

S Ot s W

“ALGDAT” i ASCII/UTF-8



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,g,m = 0,-,1024

65

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,g,m = 0,1,1024

65

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,g,m = 0,1,1024

, 165

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,g,m = 65,1,1024

, 165

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 65,31,1024

, 165

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 65,31,1024

65

|76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 373,31,1024

65

|76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 373,961,1024

65

|76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 373,961,1024

65

76

|71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 1020,961,1024

65

76

|71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 1020,95,1024

65

76

|71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 1020,95,1024

65

76

71

, |68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 312,95, 1024

65

76

71

, |68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 312,897,1024

65

76

71

, |68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 312,897,1024

65

76

71

68

, 165

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,qg,m = 249,897,1024

65

76

71

68

, 165

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 249, 159,1024

65

76

71

68

, 165

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 249, 159,1024

65

76

71

68

65

|84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 293,159,1024

65

76

71

68

65

|84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]- ¢ mod m
5 qgq=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 293,833,1024

65

76

71

68

65

|84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

h,q,m = 293,833,1024

65

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



RovuinG-Hasu(A, p,n, m)

1 h=0

2 g=1

3 fori=1ton

4 h=h+ Ali]-q mod m
5 q=¢q-p modm

6 return h

— 293

h,q,m = 293,833,1024

65

76

71

68

65

84

S Ot s W

strenger



Men ...



@@/@
/

hashing



Vi
m

hashing



Kjeding (chaining)

Hver posisjon har en liste



chaining

o—1—> k‘l )

—r—> kg [ )

—r—> k8 [




chaining

olcle

r
l
T

\
l

S
\
l

T




chaining

(oo
(ko

| /
I
o
T
.

Her har vi trolig ogsa satellittdata i
tillegg til neklene.




kjeding

CHAINED-HASH-SEARCH(T, k)
1 return LisT-SEARCH(T|h(k)], k)



kjeding

CHAINED-HASH-SEARCH(T, k)
1 return LisT-SEARCH(T|h(k)], k)

CHAINED-HASH-INSERT(T, x)
1 LisT-PREPEND(T|h(z.key)], x)



kjeding

CHAINED-HASH-SEARCH(T, k)
1 return LisT-SEARCH(T|h(k)], k)

CHAINED-HASH-INSERT(T, x)
1 LisT-PREPEND(T|h(z.key)], x)

CHAINED-HASH-DELETE(T, x)
1 LisT-DELETE(T|h(x.key)], x)



Mange kollisjoner: Linesert lange lister
Sek vil ta lineaer tid

Anta lineart stor tabell

Anta jevn, «tilfeldig» fordeling

Konstant forventet kjgretid!



Statisk datasett?
Skreddersydd hashfunksjon!

unngar alle kollisjoner.

Kan da garantere konstant kjgretid



To kritiske summer
Mellomspill /repetisjon



l+2+3



1+2434---

A
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B Ry Rl Y Rl B
BNy Y Y k)
ll.@ﬂ.n :

N _ _
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n-(n-—1)
2

™ -

| |
S &



1+24+3+---

e n-(n—1)

.

-

S .
|

2

antall X gjennomsnitt av fgrste og siste



1+244



Ett av Xeno sine bergmte
paradokser: Du kan aldri komme
deg fra A til B, fordi ferst ma du
komme halvveis, og for det, s&
ma du komme halvveis til
halveien, etc.

1+2+4+--

Huvis vi bruker reelle tall og ser
pa grenseverdien av n/2 + n/4 +
n/8 + ... sa blir jo svaret bare n.
Men hva om vi har begrenset
opplasning, og bare kan bruke
heltall?

Vi kan anta at n = 2/h for et eller
annet ikke-negativt heltall h.



14+2+4+4---




14+2+4+4---




14+2+4+4---




14+2+4+4---




14+2+4+4---




14+2+4+4---




14+2+4+4---
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1+2+4+--
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~

~

—

v

n



14+2+4+4---



1+2+4+--

Alternativ huskeregel 1: Utslagsturnering med n deltakere (jf.
Oppgave i forelesning 1).

I runde 1 trenger du n/2 matcher. | runde 2 trenger du n/4, etc., helt til
du til slutt har én match mellom de to siste. Antall matcherer 1 + 2 +
4+ ... +n/2.

Og hvor mange matcher er det? | hver match gar én deltaker ut av
turneringen, helt til du sitter igjen med bare vinneren, som aldri blir
slatt ut. Altsa n — 1 matcher.

Med andreord: 1 +2 + 4 + ... + /2 = n-1.

Alternativ huskeregel 2: Tenk pa et tall i totallssystemet som bare bestar av
—— ettall. Dvs., 11111111...111. Hvilken verdi har dette tallet?

Vel, hvis det har h siffer, er det summen av de h ferste toerpotensene, 1 + 2
+4 + ...+ 2/ -1).

Men hva skjer om du legger til 1? Da far du plutselig 100000000...000 - ett
siffer ekstra, og tallet er lik neste toerpotens. S 11111111...111 er én
mindre enn neste toerpotens.

Med andre ord: 1 +2 + 5 + ... + 27(h-1) = 2Ah - 1.

1+2+4+--+7+5=n—-1

NS
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Dynamiske tabeller




Amortisert arbeid

e Kjoretid for én enkelt operasjon: Ikke

alltid informativt

e Se pa gjennomsnitt per operasjon etter
at mange har blitt utfort!

e Aggregert analyse: Finn totalt arbeid

og del pd antall operasjoner



Dette far vi bruk for f.eks. i DFS, BFS,
Dag-Shortest-Paths, og Prims og
Dijkstras algoritmer, der en indre lgkke
potensielt kan ta linezer tid, men totalen

for alle kjoringene er linesr.



Eksempel: Multipop



amortisert analyse » aggregering

MuULTIPOP(S, k)

1 while not STACK-EMPTY(S) and k& > 0
2 Pop(S)

3 k=k—1

La oss si vi utfgrer n PUSH og MULTIPOP-operasjoner



amortisert analyse » aggregering

MuULTIPOP(S, k)

1 while not STACK-EMPTY(S) and k& > 0
2 Pop(S)

3 k=k—1

[ verste fall er da kjgretiden for MULTIPOP O(n)



amortisert analyse » aggregering

MuULTIPOP(S, k)

1 while not STACK-EMPTY(S) and k& > 0
2 Pop(S)

3 k=k—1

Vi har n operasjoner, hver med kjgretid O(n): Totalt, O(n?)



amortisert analyse » aggregering

MuULTIPOP(S, k)

1 while not STACK-EMPTY(S) and k& > 0
2 Pop(S)

3 k=k—1

Men dette er upresist. Total kjgretid er ikke ©(n?)



aggregering

For hver MULTIPOP(S, k) ma vi minst ha k x PUSH(S, x)



aggregering

Total (aggregert) kjgretid for n operasjoner er ©(n)



aggregering

O(n) fordelt pa n operasjoner er ©(1) i snitt (amortisert)



Men tilbake til de dynamiske tabellene

vare ...



Hva om en hashtabell blir for full?
Eller hva med en stakk eller kg?

Vi kan allokere nytt minne og kopiere
Men det tar jo lineer tid ...

... sa vi vil gjore det sjelden!

Vi tar 1, og allokerer mye minne



Tabelldobling



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x) T «tabelly
T verdi

Tilsvarer PUSH, men utvider T om ngdvendig

271



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, ) T «tabelly

. ] €T verdi
1 if T.size == T.size kapasitet

Ingen kapasitet!



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, ) T «tabelly
. : di
1 if T.size == Lo
T.size kapasitet
2 alloc T'.table [1 : 1] T.table intern tabell

Alloker ny intern tabell av lengde 1



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, ) T «tabelly
. . T verdi
1 if T.size == . .
T.size kapasitet
2 alloc T.table [1 : 1] T.table intern tabell
3 T.size = 1

Husk at vi har kapasitet 1



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, z) T «tabelly
. . di
1 if T.size == S
T.size kapasitet
2 alloc T.table [1 : 1] T.table intern tabell
3 T.size = 1 T.num ant. elt.

4 if T.num == T.size

Tabellen er full!



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, ) T «tabelly
. . di
1 if T.size == 0 S
T.size kapasitet
2 alloc T.table [1 : 1] T.table intern tabell
3 T.size = 1 T.num ant. elt.

4 if T.num == T.size A midl. tabell

5 alloc A[1:2- T.size]

Ny tabell, dobbelt sa stor



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size ==0

2 alloc T.table|1: 1]

3 T.size =1

4 if T.num == T.size

5 alloc A[1:2- T.size]
6 copy T.table into A

Dette tar lineser tid!



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size ==0
2 alloc T.table|1: 1]
T.size =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2- T.size]

copy T.table into A
free T.table

N O O = W

Trenger ikke denne lenger



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0
2 alloc T.table|1: 1]
T.size =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2- T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A

O N O Ot = W

Oppdater til a bruke den nye tabellen



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0
2 alloc T.table|1: 1]
T.size =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2- T.size]
copy T.table into A
free T.table

T.table = A
T.s1ze =2 -T.s12¢€

© 00 J O O = W

Husk at vi har doblet kapasiteten



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0
2 alloc T.table|1: 1]
T.size =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2- T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
9 T.s1ze = 2 -T.size
10 insert x into T.table

O N O Ot = W

Altsa T.table|T.num + 1] = x



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0
2 alloc T.table|1: 1]
T.size =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2- T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
9 T.s1ze = 2 -T.size
10 insert x into T.table
11 T.num = T.num + 1

O N O Ot = W

Husk at vi har lagt til et element



TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,7

num

s1ze

dynamiske tabeller

A3




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot & W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,7

num

s1ze

dynamiske tabeller

A3




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,7

num

s1ze

dynamiske tabeller

A3




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,7

num

s1ze

dynamiske tabeller

A3
4|1
7|2




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,7

num, size

dynamiske tabeller

A3
4|1
7|2




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,3

num, size

dynamiske tabeller

A3
4|1
7|2




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot & W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,3

num, size

dynamiske tabeller

A3
4|1
7|2




TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0
2 alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2 - T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
9 T.stze = 2 - T.size
10 insert x into T.table
11 T.num = T.num + 1

o0 O Ot &= W

T.table,x = A3,3

num, size

dynamiske tabeller

A3

Obs: Ikke konstant tid!



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0

2 alloc T.table[1:1]

3 T.size =1 A3 oC

4 if T.num == T.size 4 1
5 alloc A[1:2-T.size] :

6 copy T.table into A num, size | 7 2
7 free T.table 3
8 T.table = A ’
9 T.size = 2 - T.size

10 insert x into T.table
11 T.num = T.num + 1

Obs: 2 operasjoner!

T.table,x = A3,3



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0

2 alloc T.table[1:1]

3 T.size =1 A3 oC

4 if T.num == T.size 4 4 |1
5 alloc A[1:2-T.size] :

6 copy T.table into A num, size | 7 7|2
7 free T.table 3
8 T.table = A ’
9 T.size = 2 -T.size

10 insert x into T.table
11 T.num = T.num + 1

Obs: Ikke konstant tid!

T.table,x = A3,3



TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot &= W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = A3,3

num, Stze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,3

num, Stze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,3

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,3

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,3

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,9

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot & W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,9

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,9

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,9

num

s1ze

dynamiske tabeller

5C

O W ||~
N




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,9

num, Stze

dynamiske tabeller

5C

O W ||~
N




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot i W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,2

num, Stze

dynamiske tabeller

5C

O W ||~
N




TABLE-INSERT(T, )

1
2

0 O Ot & W

9
10
11

if T.size == 0
alloc T.table[1:1]
T.stze =1
if T.num == T.size
alloc A[1:2-T.size]
copy T.table into A
free T.table
T.table = A
T.stze = 2 - T.size
insert x into T.table
T.num = T.num + 1

T.table,x = 5C,2

num, Stze

dynamiske tabeller

5C

O W ||~
N




dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x)
1 if T.size == 0

2 alloc T.table[1:1]

3 T.size =1 oC

4 if T.num == T.size 4|1
5 alloc A[1:2 - T.size]

6 copy T.table into A aE
7 free T.table 3|3
8 T.table = A num. size | 9 | 4
9 T.size = 2 - T.size ’

10 insert x into T.table
11 T.num = T.num + 1

Obs: Ikke konstant tid!

T.table,x = 5C,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x) 5C 6F
1 if T.size == 0 4 1
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7 2
4 if T.num == T.size 3 3
5 alloc A[1:2-T.size] :
6 copy T.table into A num, size | 9 4
7 free T.table 5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 3

Obs: 4 operasjoner!

T.table,x = 5C,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x) 5C 6F
1 if T.size == 0 4 4|1
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7 7|2
4 if T.num == T.size 3 3|3
5 alloc A[1:2-T.size] :
6 copy T.table into A num, size | 9 9 |4
7 free T.table 5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 3

Obs: Ikke konstant tid!

T.table,x = 5C,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, ) oF
1 if T.size == 0 4|1
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7|2
4 if T.num == T.size 3|3
5 alloc A[1:2-T.size] :
6 copy T.table into A num, size | 9 | 4
7 free T.table 5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 3

T.table,x = 5C,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, ) oF
1 if T.size == 0 4|1
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7|2
4 if T.num == T.size 3|3
5 alloc A[1:2-T.size] :
6 copy T.table into A num, size | 9 | 4
7 free T.table 5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 3

T.table,x = 6F,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, 7) 6F
1 if T.size == 0 4 |1
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7|2
4 if T.num == T.size 3|3
5 alloc A[1:2-T.size]
6 copy T.table into A num | 9 |4
7 free T.table 5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 gize 3

T.table,x = 6F,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, 7) 6F
1 if T.size == 0 4 |1
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7|2
4 if T.num == T.size 3|3
5 alloc A[1:2-T.size]
6 copy T.table into A num | 9 |4
7 free T.table 2|5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 gize 3

T.table,x = 6F,2



dynamiske tabeller

TABLE-INSERT(T, x) 6F
1 if T.size == 0 411
2 alloc T.table[1:1]
3 T.stze =1 7|2
4 if T.num == T.size 3|3
5 alloc A[1:2-T.size] 9|
6 copy T.table into A
7 free T.table num/| 2 |5
8 T.table = A .
9 T.stze = 2 - T.size

10 insert x into T.table 7

11 T.num = T.num + 1 size 3

T.table,x = 6F,2



Oppgave

En utslagsturnering med n deltakere
har 1 finale, 2 semifinaler, 4
kvartfinaler, etc. Det totale antallet
matcher er altsa:

1+2+4+"'+n/4+n/2

Hva blir summen’?

Dette er antall indre noder i et

komplett binaertre.
Tenk selv 0:30
Jobb sammen 1:30
Observasjoner
Losningsforslag

Refleksjon 1:00
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dynamiske tabeller » amortisert arbeid

kopiering

innsetting

Antar at allokering domineres av innsetting
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h—1 — h=1
Y24y 2+1=02"-1)+2"
1=0 1=0

h =logyn
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h—1 — h=1
Y24y 2+1=02"-1)+2"
1=0 1=0

=(n—1)+n

h =logyn
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h—1 h—1
Y24y 2+1=02"-1)+2"
1=0 1=0

=(n—1)+n

= 2n—1

h =logyn



amortisert arbeid

2n — 1
Ekstra arbeid per insetting: " = 0O(1)
n




Hashing:
Ny tabell gir annen ny hashfunksjon.

Bare sett inn elementene pa nytt!



Snitt-kjoretid 1 & 2

Avg-case og amortisering

Average-case: Forventet kjoretid, hvis
vi ser pa en sannsynlighetsfordeling
(vanligvis uniform) over instanser/
inputs. (Vi bruker vanligvis uttrykket
«forventet kjoretid» om randomiserte
algoritmer.)



Avg-case

Snitt over instanser



Amortisering

Snitt over operasjoner
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